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NORDISK BETONGFORSKNINGSSEMINAR ·DYNAMISK PAKJENTE KONSTRUKSJONER 
Trondheim, 21. apri11980 
l. INDLEDNING 
SVINGNINGSUNDERSØGELSE AF JERNBETONBJÆLKER 
LABORATORIEFORSØG 
L. Pilegaard Hansen 
Instituttet for Bygningsteknik 
Aalborg Universitetscenter, Postbox 159, DK 9100 Aalborg 
Ved Instituttet for Bygningsteknik, Aalborg Universitetscenter, Danmark udføres for tiden svingnings-
undersøgelser af jembetonbjælker. 
Projektet blev påbegyndt i slutningen af 1978 og indgår som delprojekt i et større og mere generelt 
forskningsprojekt, som omhandler både deterministiske og stokastiske svingningsundersøgclser. Såvel 
teoretiske som eksperimentelle undersøgelser foretages . 
De foreløbige resultater vedrørende svingningsundersøgelser i laboratoriet af jembetonbjæ"lker er be-
skrevet i to :apporter, [l] og [2], se referencefortegnelsen i kapitel 6, og nogle resultater fra disse for-
søg skal kort refereres i den foreliggende rapport. Det skal bemærkes, at der er tale om indledende un-
dersøgelser, og at projektet påtænkes videreført i de kommende år, se kapitel 5. 
En gennemgang af den for forfatteren tilgængelige litteratur synes at vise, at der ikke er udført sær-
ligt mange laboratoriesvingningsforsøg med almindeligt forekommende jembetonbjælker udsat for et 
svingningsniveau svarende til moderate påvirkninger (»brugsstadium»). Dog skal der her henvises til fx 
Bock, [3] og (4], Penzien and Hansen, [5], Lenk, (6], James, Lutes and Smith, [7], samt Dieterle und 
Bachman n, [ 8]. 
Vedrørende svingningsforsøg udført på eksisterende jembetonkonstruktioner, forsøg med store på-
virkninger samt forsøg med forspændte konstruktioner kan fx henvises til referencefo~gnelsen i [9] . 
2. PRØVELEGEMER, FORSØGSOPSTILLING OG MALEAPPARATUR 
De her beskrevne svingningsforsøg er udført med 3 jembetonbjælker, benævnt bjælke l , 2 og 3. Jern-
betonbjælkernes geometriske udformning fremgår af figur 2.1, som også viser armeringen. 
For enderne er bjælkerne forsynet med 100 mm lange stålkapper med tykkelse 10 mm. Disse stål-
kapper blev indlagt i bjælkernes stålforskalling, og stålkappens ydersider ligger således i samme planer 
som jembetonbjæ lkernes ydersider. Disse stålkapper er nødvendige af hensyn til en tilfredsstillende 
placering af bjælkerne på lejekonstruktionen, se senere. · 
Jembetonbjælke l og 2 er støbt 14.8 .78 og jembetonbjælke 3 er støbt 5.9.79. Herefter er bjælker-
ne vådlagret under sække indtil 2.3.79, og derefter opbevaret i laboratoriet. For jembetonbjælke 3 
gælder dog specielle forhold, se afsnit 3.1. Den relative luftfugtighed i laboratoriet varierede mellem 
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Figur 2.1. Jernbetonbjælke l - 2- 3. 
ca. 25% og ca. 70% med en gennemsnitsværdi på ca. 50%. Temperaturen var ca. 20°C. 
Trykstyrken for den benyttede beton målt på 100 X 200 mm cylindre, begyndelseselasticitetsmodu-
len samt bøjningstrækstyrken målt på 100 X 100 X 500 mm uarmerede bjælker er angivet i tabel 2.1. 
Elasticitetskoefficienten er også bestemt ved ultralydmålinger. Herom henvises til [l]. 
Som længdearmering er benyttet tentorstål med begyndelseselasticitetsmodul på 1,8·105 N/mm2 og 
o0 2 = 526 N/mm
2
• Som bøjlearmering er benyttet St.37 med begyndelseselasticitetsmodul på 2,1·105 
Nimm2 og flydespænding på 323 N/mm2 • Ovennævnte værdier er middelværdier for 3 armeringsstæn-
ger. 
Den til forsøgene benyttede forsøgsopstilling er vist i figur 2.2. 
Ved dynamiske forsøg spiller understøtningsforholdene en afgørende rolle. 4 forskellige lejetyper, 
hvoraf type 2, 3 og 4 er vist i figur 2.3, er benyttet. Ved lejetype 2 og 3 kan den nederste del af lejet 
ved anvendelse af 3 justeringsskruer bringes i meget nøjagtig kontakt med jernbetonbjælkernes stålkap-
Begyndelseselasticitetsmodul. Middelværdi 
for 6 cylindre. Prøvetidspunkt 5.3. - 9.3.79 
Begyndelseselastid tetsmod ul. Middelværdi 
for 6 cylindre. Prøvetidspunkt 10.4. - 11.4.79 
Trykstyrke. Middelværdi for 6 
cylindre. Prøvetidspunkt 22.8.79 
Bøjningstr~kstyrke. Middelværdi for 
3 bjælker. Prøvetidspunkt 4.5.79 
4,1·104 
60,9 
6 ,4 
4,4·104 2,9·104 
54,0 31,5 
6,6 3,9 
Tabel2.1. Materialeparametre for beton. Alle størrelser er angivet i N/mm2 • 
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per langs hele understøtningsfladen (·linien). Lejetype l er som lejetype 2 , blot uden denne justerings-
mulighed. Justeringen blev ved lejetype l foretaget ved at anbringe tynde stålkiler mellem stålkappen 
og lejets stålcylinder. 
Lejetype 4 består af 2 stk. SKF-kuglelejer, type SNA 506-605. Denne lejetype viste sig ikke at være 
så velegnet som lejetype 2 og 3 , se afsnit 3.3. 
Forsøgene omfatter såvel frie som tvungne svingninger. 
Ved de frie svingninger bringes jembetonbjælken ved hjælp af en statisk enkeltkraft påført ved bjæl-
kemidten i deformeret tilstand og frigives herfra med begyndelseshastighed lig med nul. Frigørelsen sker 
ved overklipning af en tråd, idet dette fandtes at være den mest velegnede metode. Ved små påvirknin-
ger er den statiske kraft frembragt ved belastning med stållodder, mens en hydraulisk presse blev benyt-
tet ved de større påvirkninger. 
Den lodrette flytning af bjælkemidten blev målt ved anvendelse af et accelerometer med tilhørende 
forforstærker, som elektrisk integrerer accelerationssignalet. Flytningssignalet blev optegnet på en os-
cillograf. 
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Figur 2.3. Benyttede leje typer. 
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Figur 2.4. Skitse af målearrangement ved tvungne svingninger 
Ved de tvungne svingningerpåførtesen harmonisk virkende lodret enkeltkraft ved bjælkemidten 
og svarende til stationære svingninger blev flytningsamplituden målt for varierende påtvungne frekven-
ser, hvorved en resonanskurve kan bestemmes. Målearrangementet fremgår i øvrigt af figur 2.4. 
3. MALINGER AF FRIE SVINGNINGER 
3.1. Undersøgelse af vandindholdets betydning 
Ifølge forsø~· udført af Cole and Spooner, [10), med små prøvelegemer (25 X 6 X 450 mm) af cement-
pasta og cementmørtel, samt større betonprøvelegemer (cirkulært tværsnit med d = 15 cm og længde 
på 275 cm) synes prøvelegemernes indhold af fordampeligt vand at have stor indflydelse på materiale-
dæmpningen for beton. Også prøvelegemernes alder fandtes at have stor betydning. Betydningen af 
disse parametre fremgår af figur 3.1, hvor tilstand »våd» betegner et helt .vandmættet prøvelegeme og 
tilstand »tøn> et prøvelegeme, hvor der ikke er mere fordampeligt vand til stede. Det skal bemærkes, at 
Cole og Spooner også undersøgte en ræ kke andre parametres indflydelse på dæmpningen , men disse 
havde ikke den helt store betydning. 
Som dæ mpningsmål er benyttet det logaritmiske dekrement, o, defineret ved 
l Xo 
o =- Qn- (3.1) 
n xn 
hvor x0 og xn er henholdsvis udsvinget til tiden t= O og n svingningstider efter. 
Der foreligger ifølge [10) ingen oplysninger om virkningen af forøget vandindhold efter udtørring, 
fornyet udtørring osv. 
For at undersøge vandindholdets betydning nøjere er forsøg udført med jembetonbjælke 3, som blev 
udtørret i perioden 1.3. - 1.9.79, fik forøget vandindhold i perioden 1.9.- 1.10.79, og igen blev udtør-
ret i perioden 1.10.- 1.11.79. Resultatet er vist i figur 3.2, som viser egenfrekvensens, det logaritmiske 
dekrements og vægtens variation med tiden . Vægtens variation er også et mål for vandindholdets va-
riation. Figur 3.2.a er middelværdier for bjælken understøttet på de to korte sideflader (100 mm) og 
figur 3.2.b er·middelværdier for bjælken understøttet på de to lange sideflader (150 mm). 
. Disse forsøg er udført ved beskedne udsvjng. Svarende til figur 3 .2.a var maximumflytningen ca. 0,04 
mm og svarende til figur 3 .2 .b ca. 0 ,15 mm. Sidstnævnte flytning svarer til en flytning for en statisk 
last på ca. 15% af revnelasten. 
5 
6 
0,05 
6 "" 
~ 
........ 
' ~ 
0,04 
0,03 0,06 
0 ,05 
0,04 
- f- l-- våd 
'-....... 
""' 
N 
Ir tilst and 'våd ' 
0 ,03 
0,02 
0,01 
0,1 
""" 
l 
'\ 
', 
tør 
10 100 1000 3000 
a. 
0,02 
0 ,01 
tid (timer) 
l 
'-....... 
2 
~"' ~ v- t ilst 
-......( 
4 6 10 20 30 
b. 
and 'tør' 
prøvelegemets 
alder l måneder 1 
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Som dæmpningsmål er det logaritmiske dekrement ifølge (3.1) benyttet. Det må dog konstateres, at 
det logaritmiske dekrement viste sig at være svagt afhængig af flytningens størrelse og den angivne vær-
di ~r en slags middelværdi målt over et urlsvingningsforløb bestående af ca. 50 svingninger. 
Egenfrekvensen, f, kan beregnes af 
f= __7!_ j Esltrans 
2V p. 
hvor Es er betonens begyndelseselasticitetsmodul, se tabel 2.1, 
!trans er inertimomentet svarende til urevnet tværsnit, 
J1 er massen pr. længde og 
L er spændvidden. 
(3.2) 
Svarende til Es og p. bestemt ved forsøgenes start (1.3 .79) er f bestemt ved (3.2) og indtegnet i figur 
3.2. 
Af figur 3.2.a ses, at de målte egenfrekvenser ligger noget over den beregnede værdi, mens det af fi-
gur 3.2.b ses, at den beregnede værdi svarer til en middelværdi af de målte egenfrekvenser.· 
For aftagende vandindhold (periode 1.3.- 1.9.79) ses, at det logaritmiske dekrement ikke svarer til 
den af Cole og Spooner i figur 3 .l viste kurve. Som mulig forklaring herpå kan anføres, at der forment-
lig på grund af dannelsen af svindrevner vil være en t endens til forøget dæmpning, som modsvarer den 
i figur 3.1 viste tendens til formindsket dæmpning. 
For voksende vandindhold (periode 1.9.- 1.10.79) er der derimod en klar tendens til en forøget 
dæmpning på af størrelsesorden 50- 100%, altså en ret betydelig stigning. 
Ved derpå følgende aftagende vandindhold (periode 1.10.- 1.11.79) synes dæmprringen aftagende. 
Desværre måtte et sæt forsøgsresultater kasseres, svarende til, at kurverne i figur 3.2 ikke er sammen-
hængende. 
Der er dog for få forsøgsresultater til klart at kunne konkludere om virkningen af dette aftagende 
vandindhold, se kapitel 5. 
3.2 Undersøgelse af revnedannelsens betydning 
For jernbetonbjælke l og 2 er udført tilsvarende undersøgelser i perioden 1.3. - 1.9.79 som anført i 
forrige afsnit for jembetonbjælke 3 's vedkommende. 
Herudover er jernbetonbjælke l og 2 undersøgt for virkningen af at forøge den statiske udgangslast 
med deraf følgende revnedannelse. Her skal kun resultaterne for jernbetonbjælke 2 anføres. 
Understøtningen skete på de lange sideflader (150 mm) og lejetype 3 er benyttet grundet nødvendig-
heden af, at understøtningen skal kunne optage både op- og nedadrettede påvirkninger. · 
Som dæmpningsmål er også i dette tilfælde benyttet det logaritmiske dekrement, som viste sig at væ-
re stærkt afhængig af flytningens størrelse . Ud fra udsvingskurven for disse frie svingninger er bestemt 
l xi S~,· i+5 = -5 Qn --
xi +5 
i= o, l, 2, . . . (3.3) 
S~i +S knyttes til flytningen xi og sammenhørende værdier af o~i + S og xi kan herefter afbildes i et ko-
ordinatsystem. Det viste sig, at sammenhængen mellem o og x passende kan beskrives ved et udtryk af 
formen 
o• = 100c5 =A + BQnx (3.4) 
\ hvor x er udsvinget målt i mm. Konstanterne A og B er bestemt ved mindste kvadraters metode. Et ek-
sempel herpå er vist i figur 3.3, hvor r betegner korrelationskoefficienten og de markerede punkter er 
målepunkter. 
På analog måde er de øvrige lasttrin for den statiske begyndelseslast behandlet, og resultaterne fra 
de undersøgte lasttrin fremgår af figur 3.4.a og b. Påskriften ved de enkelte kurver svarer til udgangs-
lastens størrelse. Figur 3 .4.a svarer til det første af de undersøgte tilfælde og det derpå følgende tilfæl-
de, hvor bjælken er drejet 180° om sin midterakse (længdeakse), er vist i figur 3.4.b. 
Den beregningsmæssige revnelast er ud fra materialeparametrene angivet i tabel 2.1 bestemt till830N. 
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Ved forsøgene svarende til figur 3.4.a var der synlig og hørbar revnedannelse ved lasttrin 1720 N og de 
følgende lasttrin. For forsøgene svarende til figur 3.4.b var det tilsvarende lasttrin 1470 N. 
De punkterede kurver i figur 3.4.a og b svarer til forsøg udført efter det maksimale statiske lasttrin 
på 2940 N. 
Svarende til figur 3.4.b, hvor bjælken er revnet både i over- og underside, kan der således konstate-
res målte logaritmiske dekrementer på op til 0,55. 
Også egenfrekvensens variation med lasttrinnets størrelse er undersøgt. Egenfrekvensen bestemt ud 
fra udsvingskurven er ikke konstant, men aftager for voksende udsving. Egenfrekvensen bestemt ud fra 
10 svingninger og knyttet til flytningen for den største af de ti udsving er vist for de undersøgte last-
trin i figur 3.5 .a og b. (a. og b. svarer til a. og b. i figur 3.4). De påskrevne tal svarer til dette største 
udsving i mm. 
Af figuren ses, at der er et betydeligt fald i egenfrekvensen for voksende lasttrin svarende til en for-
mindskelse af jembetonbjælkens bøjningsstivhed. 
3.3 Undersøgelse af lejer 
Som tidligere nævnt er lejerne af stor betydning ved udførelse af dynamiske forsøg. For de anvendte 4 
lejetyper fandtes, at lejetype l, 2 og 3 gav praktisk taget samme værdi for egenfrekvensen, mens leje-
type 4 gav en ca. 3% mindre værdi. Lejetype 4 gav til gengæld ca. 15% større værdier for det logarit-
miske dekrement end de øvrige lejetyper. Lejetype 2 og 3 anses derfor for at være de bedst egnede. 
\ 
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4. MALINGER AF TVUNGNE SVINGNINGER 
Som omtalt i afsnit 2 er forsøg med tvungne svingninger også udført. Her skal kun omtales nogle få 
forsøg med jembetonbjælke 3, idet der i øvrigt henvises til [l] og [2]. Forsøgene er udført d. 21. og 
22.11.79 og jembetonbjælken har således været udsat for den i afsnit 3.1 beskrevne påvirkning. Herud-
over har jernbetonbjælken været udsat for forudgående tvungne svingninger, hvor maximuroflytningen 
ved bjælkemidten har været større end 10 mm, svarende til mere end det dobbelte af de her refererede 
forsøg, se følgende figur 4.1. 
Kun forsøgene svarende til grundsvingningen skal omtales her, og da resonanskurven udviste ikke-li-
neære træk, er det valgt at beskrive svingningen ved Duffings ligning med dæmpning. Den styrende dif-
ferentialligning svarende til grundsvingningen er således 
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Figur 4.1. Jembetonbjælke 3. Lejetype 3. Resonanskurver for kraftamplituder P0 = 20- 30- 40- 50N. (Tallene ved kurverne angiver P0 i N.) Voksende og aftagende påtrykte frekvenser. 
lO 
Mx+ 2M~wx+ Mw2x(1 + ax2) = P0 cos(wt +O) 
med en skønnet løsning på 
x= acoswt 
(4.1) 
(4.2) 
I (4.1) indgår 4 parametre- M,~. w og Q- som bestemmes ved kurvetilpasning ud fra de eksperimen-
telt bestemte punktpar (f, a) på resonanskurven. P0 er kraftamplituden og w er den påtrykte cykliske 
frekvens. (w = 2rrf). 
Flytningsamplituden a i ( 4.2) er bestemt ved følgende 3. grads ligning i a2: 
p2 
((w2-w2)+ !Qa2w2)2+4~2w2w2 =M2~2 (4.3) 
I figur 4.1 er vist de ud fra kurvetilpasningen bestemte resonanskurver for kraftamplituder P0 = 20-
30 - 40 - 50 N. Forsøgene er foretaget i nævnte rækkefølge, og for hver kraftamplitude er bestemt dels 
resonanskurven for voksende frekvenser (de fuldt optrukne kurver) og dels resonanskurven for aftagen· 
de frekvenser (de punkterede kurver). 
De ud fra kurvetilpasningen bestemte værdier for de 4 parametre er anført i tabel4.1. 
voksende/ kraftampli- f M Q ~ 
aftagende tude 
påtrykte Po 
frekvt:nser [N] [Hz] [kg] [m-2] 
voks. 20 12,84 65,41 -1,37·104 1,35 · 10-2 
af t. 20 12,72 45,12 -8,79·103 1,73·10- 2 
voks. 30 12,65 59,24 -1,01 · 103 1,50·10- 2 
aft. 30 12,51 41,00 -2,40·103 2,09·10- 2 
voks. 40 12,40 55,06 2,41·103 1,61 ·10- 2 
af t . 40 12,31 40,43 9 ,98·10 2 2,30·10- 2 
voks. 1"50 12,17 50,82 2,91·103 1 ,92 ·10-2 
af t. 
'50 11,98 34,16 1 ,24·103 2,83·10- 2 
Tabel 4.1. Jembetonbjælke 3. Lejetype 3 . Parametre f, M, Q og~ bestemt ved kurvetilpasning 
5. AFSLUTTENDE BEMÆRKNINGER 
Som det fremgår af foranstående er der for de her omtalte forsøg tale om indledende eksperimentelle 
undersøgelser. Yderligere undersøgelser er nødvendige, og for tiden undersøges det i afsnit 3 .1 anførte 
forhold vedrørende vandindholdets betydning nøjere på 2 armerede og 2 uarmerede betonbjælker. End-
videre påtænkes i nær fremtid udført forsøg, hvor jembetonbjælker placeres udendørs og hvor virknin-
gen af vejrligets påvirkning vil blive undersøgt. 
Herudover vil flere forsøg med tvungne svingninger blive udført tillige med sammenligninger mellem 
frie og tvungne svingninger. 
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